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ВВЕДЕНИЕ 
 
Важнейшие достижения рентгеновской кристаллооптики связа-

ны с теоретическим изучением динамического рассеяния излучения 
деформированным кристаллом. Однако этот раздел недостаточно 
полно освещен в существующей учебно-методической литературе, 
посвященной описанию взаимодействия излучения с кристаллом в 
рамках курса физики конденсированного состояния. В связи с этим в 
предлагаемых методических указаниях рассматривается один из во-
просов рентгеновской кристаллооптики, связанный с анализом ди-
фракционной картины от двухслойных гетероэпитаксиальных компо-
зиций с учетом как различия в периодах решеток, так и рассеивающей 
способности пленки и подложки, приводящих к деформации системы 
и перераспределению интенсивности отражения между дифракцион-
ными максимумами пленки и подложки. Рассматривается теоретиче-
ская постановка задачи, вводятся необходимые для описания динами-
ческого рассеяния параметры и обсуждается их физический смысл. В 
качестве практического приложения приводится методика расчета 
обобщенного параметра когерентности для ряда гетероструктур, 
имеющих важное теоретическое и практическое значение. В качестве 
примера рассматривается расчет для гетероструктуры Ge0.01Si0.99/Si и 
проводится количественная оценка влияния различия электронной 
плотности на обобщенный параметр когерентности. 
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МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 
 
Динамическая дифракция в модулированных структурах от-

носится к одному из перспективных направлений рентгеновской 
кристаллооптики. Модуляция, как правило, осуществляется с по-
мощью изменения деформации по глубине структуры. Очевидно, 
для практических целей особое значение имеют гетероэпитакси-
альные композиции, деформация в которых вызывается когерент-
ным сопряжением эпитаксиальных слоев различного состава, в ча-
стности, на основе соединений AIIIBV. 

Если в кристалле осуществляется дополнительная модуляция 
электронной плотности, то возникает сложное взаимодействие «гео-
метрических» факторов, связанных с интерференцией волн, и «физи-
ческих» факторов, определяющих интенсивность рассеяния рентге-
новской волны с атомами. 

В случае, когда рассматривается только деформация в кристалле, 
основной характеристикой, непосредственно связанной с волновым по-
лем, оказывается параметр когерентности . Эта величина, впервые вве-
денная для СР, пропорциональна амплитуде деформации ε0: 

 





 sin2 0extL .     (1) 

Здесь использована нормировка на длину экстинкции extL . Ос-
тальные обозначения стандартные. Для простоты мы рассматриваем 
только симметричную дифракцию. 

Физический смысл параметра когерентности  для случая СР – сле-
дующий. Величина  определяет синфазное когерентное рассеяние на пе-
риоде СР, а именно: рассеяние происходит синфазно, если 1 , и несин-

фазно, если   ~ 1. Эти результаты можно распространить и на случай не-
периодического поля деформаций при условии монотонного спадения де-
формации по глубине кристалла. 

Тот факт, что в случае чистой деформации имеется единствен-
ный параметр, ответственный за волновое поле, – параметр когерент-
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ности , позволяет, в частности, эффективно строить динамическую 
теорию для СР, основанную на методе зонных диаграмм. 

Общий случай, учитывающий как деформацию, так и изменение 
состава кристалла по глубине, требует проведения специальной про-
цедуры симметризации уравнений Такаги с целью определения мини-
мального числа необходимых параметров волнового поля. Эта проце-
дура приводит к появлению новой характеристики – обобщенного па-
раметра когерентности: 
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Здесь 
)H,(F
)H,(F

H, 0
0

0


  – амплитуды относительного изменения 

структурного фактора решетки в направлении вектора обратной решетки 
H


. Выражение для ~  получено исходя из предположения, что измене-
ния состава и деформации происходят синфазно и по одному закону. Это 
допущение строго оправдано для гетероструктур со слоями твердого рас-
твора замещения при условии выполнения линейного закона Вегарда. 

Таким образом, четыре параметра – , 0, H и H  – оказыва-
ются связанными единым соотношением согласно (2). При этом урав-
нения Такаги переходят в систему вида: 

 

 VBAV ~)(~ 


X
d
d ,    (3) 

где V – искомый вектор-столбец, выражающийся через амплитуды E0 
и EH, A~  – постоянная матрица, соответствующая дифракционному 
рассеянию в идеальном кристалле; 

 











1-  0
0  0~2~ iB  

– «возмущающая» матрица, связанная с изменением деформации и 
электронной плотности по единому закону (модели) X(τ), τ – норми-
рованная на Lext координата в глубь структуры. 



 6 

Согласно (3), структура уравнений, описывающих динамическую 
дифракцию, соответствует случаю чистой деформации. Этот результат 
означает, что описание динамической дифракции в общем случае измене-
ния электронной плотности и деформации может быть сведено к частному 
случаю чистой деформации путем формальной замены  ~ . В связи с 

этим величина ~  названа обобщенным параметром когерентности. 
Вместе с тем необходимо отметить, что указанное соответствие имеет 
в значительной степени формальный характер, поскольку величины  
и HH ,, 0  имеют разный физический смысл и по-разному влияют 
на распространение рентгеновской волны. 

Из (2) следует, что в гетероструктуре с переменной электронной 
плотностью и деформацией существует принципиальная возможность 
обращения величины ~  в ноль. То есть, в данном случае структура в 
дифракционном отношении выглядит как идеальный кристалл с мо-
дифицированной электронной плотностью, влияние которой сводится 
к дополнительному преломлению для проходящей и дифрагированной 
волн. В частности, эта ситуация реализуется в гетероструктуре с пол-
ностью согласованными слоями, то есть без деформации. Как извест-
но, такие структуры создаются на основе четырехкомпонентных твер-
дых растворов, а значит, электронная плотность оказывается модули-
рованной. В этом случае дифракционная картина в целом будет соот-
ветствовать идеальному кристаллу. 

Применимость качественных аналитических методов при ис-
следовании задач динамического рентгеновского рассеяния обу-
словлена общим свойством различных физических систем и про-
цессов – наличием параметрического влияния характеристик среды 
на формирование волнового поля. 

С точки зрения теории дифракции несомненный интерес 
представляет выяснение влияния структурных параметров – тол-
щин деформированных слоев, градиентов и амплитуды деформации 
– на характеристики кривой дифракционного отражения. В даль-
нейшем мы будем рассматривать задачу рентгенодифракционного 
анализа именно в этом аспекте. 
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Качественные аналитические методы, использующие теорию 
устойчивости, позволяют выделить характерные особенности, связан-
ные с общими свойствами различных профилей деформаций. Такой 
подход впервые был применен для СР. Рассмотрим физическую ин-
терпретацию возможных типов решений уравнений Такаги с точки 
зрения теории устойчивости. 

Устойчивый характер решения системы уравнений Такаги озна-
чает, что падающая рентгеновская волна свободно распространяется в 
глубь кристалла. Если же решение неустойчиво, то затухание волны в 
этом случае будет связано с экстинкцией, и, как следствие, «выталки-
ванием» падающей волны из кристалла с формированием дифракци-
онного максимума в геометрии Брэгга. Именно такая интерпретация 
дифракционной картины применяется в случае динамической дифрак-
ции в СР в геометрии Брэгга. 

Тип решений определяется соотношениями между угловой от-
стройкой от точного угла Брэгга и структурными характеристиками 
кристалла и деформационного профиля. 

Таким образом, основные качественные особенности волнового 
поля в кристалле с заданным профилем деформации могут быть получе-
ны без решения уравнений Такаги, на основании только параметрических 
соотношений. Более того, такой анализ можно проводить для целых клас-
сов различных деформационных профилей, имеющих лишь некоторые 
характерные общие свойства. 

Однако следует иметь в виду, что выводы теории устойчивости 
обычно формулируются как достаточные условия, оставляя открыты-
ми вопросы, связанные с необходимостью получаемых соотношений 
между параметрами. 

Покажем применение методов качественного анализа для кон-
кретного класса кристаллических структур с модулированной элек-
тронной плотностью в случае динамической рентгеновской дифрак-
ции по Брэггу. 

Запись системы уравнений Такаги в форме (3) явно выделяет «ос-
новную» матрицу A, собственные значения которой дают волновые век-
торы преломленной и дифрагированной волн в идеальном кристалле, и 
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«возмущающую» матрицу B(), пропорциональную обобщенному пара-
метру когерентности ~ . 

Рассмотрим деформационные поля в полубесконечном кристалле, 
убывающие по нормали в глубь кристалла до нуля на бесконечности. 
Воспользуемся результатом теории устойчивости, который применитель-
но к рассматриваемому случаю формулируется следующим образом. 

Если система вида (3), где A~  – постоянная матрица, такова, что 
система 

VAV ~
d

d  

устойчива, и выполняется условие 

,)(
0




dX                   (4) 

то решения (3) остаются ограниченными при . 
Как известно, условие устойчивости решений уравнений Такаги для 

идеального кристалла в случае дифракции по Брэггу ограничивает угловой 
интервал областями, лежащими вне области полного дифракционного от-
ражения. 

Для выполнения условия (4) достаточно, чтобы деформация 
убывала на глубине с градиентом: 

2



const

d
dX . 

Иначе говоря, функциональная зависимость профиля деформа-
ции по глубине должна допускать асимптотическую оценку: 

 
.  ,)(X 1 ~  

Это условие заведомо удовлетворяется для профилей экспонен-
циального типа, асимптотика которых имеет, например, такой вид: 

 
.e)(X a ~  

Кроме того, ясно, что произвольная многослойная эпитаксиаль-
ная структура (пленка-подложка) удовлетворяет условию (4). 
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Таким образом, угловая область полного дифракционного отраже-
ния от кристалла с переменным градиентом деформации, удовлетворяю-
щим условию (4), такая же, как от идеального кристалла, и не зависит от 
параметров нарушенного слоя. Сам же характер затухания в области пол-
ного дифракционного отражения, разумеется, будет различным для каж-
дого конкретного случая. 

В функцию X() входят параметры, определяющие модель 
структуры: толщины слоев, глубины их залегания, переходные облас-
ти между слоями, градиент деформации и т.д. Соответственно, анали-
тическое выражение для интеграла (4) будет содержать некоторые со-
отношения между указанными параметрами. Если ограничиться лишь 
профилями, монотонно убывающими на бесконечности, то можно вы-
делить некоторое общее свойство. 

Из условия (4) в этом случае следует существование некоторой 
приведенной «эффективной толщины» h, на которой происходят наи-
более существенные изменения структуры волнового поля по отноше-
нию к идеальному кристаллу. При этом 1/h задает скорость убывания 
(градиент) деформации и электронной плотности по глубине структу-
ры. Таким образом, величина h~  является характерным «масштабом» 
дифракционной задачи и должна рассматриваться как один из специ-
фических параметров для данных условий дифракционной задачи. 

Указанные качественные выводы подтверждаются конкретными 
расчетами для СР и кристалла с переходной областью. 

 
 

ПРАКТИЧЕСКАЯ РАБОТА 
 

Задание 

Пользуясь формулой 
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рассчитать обобщенный параметр когерентности для следующих гетеро-

структур: 
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Ge0.1Si0.99/Si; 
Al0.3Ga0.7As/GaAs; 
Al0.1Ga0.9P/GaP; 
InP/GaAs 

– в случае симметричного отражения H0  от атомной плоскости 
(400) Cu Kα1 излучения λ=0,154 нм. 

Сравнить значение ~  с параметром когерентности ξ без учета 
вариации электронной плотности. Необходимые данные для расчета 
представлены в таблице. 

Таблица 

Гетероструктура Параметр решетки 
подложки a, нм χ0, 10-6 HH  , 

10-6 
Ge0.01Si0.99/Si 0,543 15,07 (Si) 

28,73 (Ge) 
7,634 (Si) 
16,64 (Ge) 

Al0.3Ga0.7As/GaAs 0,5646 34,44 
(GaAs) 

24,76 (AlAs) 

17,45 (GaAs) 
12,54 (AlAs) 

Al0.1Ga0.9P/GaP 0,5445 24,74 (GaP) 
14,9 (AlP) 

12,34 (GaP) 
7,64 (AlP) 

InP/GaAs 0,5646 34,44 
(GaAs) 

34,4 (InP) 

17,45 (GaAs) 
17,4 (InP) 

 
Пример расчета для гетероструктуры Ge0.01Si0.99/Si 

Запишем рабочий вариант формул для ~  и для ξ в рассматриваемом 

случае: 
21

2
2

002

2
0 42




































 HHH

H d
d~ ; 

.
d H


 0  
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Определим параметр решетки пленки по концентрации твердого рас-
твора согласно закону Вегарда: 
 

5432309900101 ,,a,a)x(axaa SiGeSiGe.р.тв  нм. 

Амплитуда деформации определяется по параметрам решетки пленки 
и подложки через корреляционный фактор q = 0,5, учитывающий уп-
ругие свойства кристалла кубической сингонии: 
 

.,
a

aa
q

Si

Si.р.тв 4
0 10851 


  

Межплоскостное расстояние определяется по индексам Миллера от-

ражения: 

1360
4222

,a
lkh

ad SiSi 


 нм; 

.,
)(

)()(

.SiH

.SiH.р.твH
HH

210181 



  

Здесь (χH)тв.р. определяется также по закону Вегарда из концентрации 
твердого раствора. 
Подставляя полученные значения в рабочие формулы, найдем ~  и ξ: 

~ = 7,81; 

ξ = 26,7. 

Как видно, учет изменения электронной плотности для данной ге-
тероструктуры приводит к увеличению параметра когерентности 
почти в 3,5 раза. 
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